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AVERTISSEMENT 



Get opuscule est destine k familiariser avec I'impor- 
tante th^orie des quaternions les commenQants que des 
ouvrages plus complets pourraient rebuter. II repro- 
duit, avec quelques d^veloppements, la premiere partie 
d'un cours donn^ plusieurs fois dans la Faculty des 
Sciences de I'Universit^ de Geneve. 

Nous avons beaucoup puis6, surtout pour les exer- 

cices, dans le Traite ^Umentaire des quaternions de 

' P.-G. Tait (traduit de Tanglais par Gustave Plare) et 

dans V Introduction a la m^thode des quaternions de 

t^ C.-A. Laisant. Mais notre exposition s'^loigne, en beau- 





coup de points, de la marche suivie dans ces deux 



i 



F excel lents ouvrages; nous avons adopts une m^thode 
presque exclusivement g^om^trique, introduit quelques 
notations nouvelles, et s6par6, pour plus de clart6, les 
proprietes des verseurs de celles des quaternions pro- 
^ prement dits. Les nombreuses applications du nouveau 
[ calcul ne sont pas abordees ici : elles auraient donne 
o trop d'extension h. ce volume. iv K- 
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Des Vecteurs. 



. Un vecteur est une quantity complexe : c'est une 

idroite d'une certaine longueur dans une certaine di- 

[rection, abstraction faite de sa position dans I'espace, 

jsoit de son oi-igine. Un vecteur depend done de trois 

jvariables : une longueur, et deux angles, ceux-ei devant 

^^terminer Ic sens du vecteur: on peut aussi prendre 

■bur les trois variables les projections du vecteur sur 

irois directions. Le signe d'^galit^, que Ton peut re- 

IteftKiter par ^, aura une acception plus ^tenduc qu'en 

Ugebre : en eft'et une 6galit^ entre deux vecteure, telle 

fce e = e', eomprend trois ^litfe ordinaires. 

I Pour additionner plusieurs vecteurs, on mene en par- 

kant de I'origine choisie le premier vecteur; deson ex- 

b"6mlt6 on fait partir le second, derextr^mitedecelui- 

ieme, et ainsi de suite ; onfin on joint Torigine 

are extremite. En particulier, si I'on ne donne 

vecteurs, nous aurons le triangle ABC dans 

; = AB + AC : cela signifie que le r^sultat 



cessivement AB et BC. II y a done 
d'analo^e h la composition des moi 

On pent tirer deux consequences 
qui precede : 1° L'ordi'e des tennes e 
une somme de vecteui-s : cela se voit | 
par la construction d'un paralli^logrf 
peut ^changer deux termes consecii 
on peut en d^ptacer k volonte tons li 
tout poJygone plan ou gauche, la soi 
sid^ri^s comme vecteura et parcoui 
sens, est 6gale k 0. 

Soustraire un vecteur d'un autre, 
un troisi^mc qui ajout6 au second 
Ainsi on aura dans la figure ci-dessu 
on a d'ailleurs aussi AB ^ AC + C 
lites concordent puisque BC + CB i 

La multiplication d'un vecteur pai 
n revient k additionner n vecteui-s ^ 
quent k multiplier par n la longuei 
direction. On compreudrait de m^ni 
par un nombre fractionnaire. Quant 
et la division des vecteurs entre eux 
gtre abord^es que dans un autre chi 
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I On aura pour tout vecteur q I'expression q ^:xa -\- 
: y^ + ^Yf «5 1?5 y etant trois vecteurs donnas, non copla- 
! naires, c'est h dire dont les directions ne sont pas dans 
i le meme plan, et x, y, z 6tant des nombres. En eflFet, 
\ ^«5 2/i?9 ^y seront les projections de q sur les trois di- 
l rections donn^es, ou les trois aretes d'un parall^lipi- 
[ pede dont q sera la diagonale. 

Le plus sou vent on prend (j = a?i + jy* + ^^> hjp ^ 
I 6tant trois vecteurs-unites rectangulaires ; ainsi les 
[ longueurs de i, j, k sont ^gales a 1, et celle de ^ k 
I [/x^ + y^ + z^. 

L'^quation ^ = ^' comprendrait les trois Equations 
I alg^briques x = x',y=:^y',z=:: z\ 
I En g^ometrie plane, les trois directions fixes se r6- 
f duisent ^ deux. 



Equations en vecteurs, Torigine ^tant donn^e. Appe- 
lant toujours a, /?, y..,„ des vecteurs donnas et x, y, z.... 
des nombres arbitraires, nous trouverons que 
Q^a represente un point. 
Q ^ xa une droite passant par I'origine, et dans la 

direction a. 
Q ^a + x^ une droite men^e par le point g = «, 

et parallele k ^. 
Q ^ xa -\- y^un plan passant par Torigine, et paral- 
lele k a et ^. 
f ^ xa -{- y^ + Y un plan men^ par le point p = y, 
et parallele kaet ^, 



m 



e = xa -\- y^ -\- zy represente tout 
n'etant pas coplanaires). 

On voit pap 1^ qu'une droite est ri 
bien dans I'espace que dans un plar 
^uation. 

Problemes les plus simples sttr la d 
Le vecteur du milieu de la droite joij 

g = a et e = j3 sera e ^ — r^ — > cai' il 
la relation e — « = ^ — p. 

L'^uation de la droite joignant lesd 
et e = j? sera q= a -\- x (^ — a), De ]j 
suivante : si on a entre trois vecteurs o 
pi' + q^ + ry = et en m^c temps ei 
p, q, r Tidentit^ J) + 3 + r ^ 0, les exti 
vecteurs supposes co-initiaux seront en 
il faut pour eela que y tird de I'^uatit 

= 0, c'est ^ dire a Ssatisfasse 

a + a; (jS — a) = {1 — x) a + a:/S, ee qui 

= — - et a; =^ — -, ou en i^liniinant x, 
r r 

Pour trouver Tintersection de deuj; 
dans le m^me plan, on suivra la marct 
loin (exei'Cices II et III). Plus generate 
la condition d'intersection de deux droi 
P = a + 3;^ et ^ = r + i/iJ, on remarqu 
S doit s'exprimei- en «, ^, ^ ; soit done  
PY ; il faut que les deux Equations q ~ 
r + y(»ta + n^+ py) = mya + ny? 4 



r 



mettent une valeur commune pour q, ce qui exige que 
my = 1, ny = x et py+ 1=0 d'oii, en eliminant x et 
y, on tire la condition ^ = — m. En d'autres termes, 
J, fi et a — y sont dans le meme plan. D'ailleurs le vec- 
teur du point d'intersection s'obtient en remplagant x 

par sa valeur — dans Q=:cc4-x8:ce sera a + ~. 

m m 

L'equation d'un plan passant par les trois points que 
d^terminent les vecteurs a, jJ, y sera Q^a-\-x(^ — a) 
+ y (y — «) car pour obtenir le vecteur q d'un point 
quelconque du plan, il faut ajouter ^ a un vecteur situ6 
dans le plan, et ce vecteur pent s'oxprimer k I'aide des 
deux vecteurs ^ — a ety-^a situes aussi dans le plan. 
De ]k resulte si on a entre 4 vecteurs a, 5, y, d la rela- 
tion pa -\- qg -^ ry -{- sd ^: 0, et en meme temps entre les 
4 nombresj?, q, r, s ridentite^ + g + r + s=0, lesex- 
tr^mit^s des 4 vecteurs supposes co-initiaux seront dans 

un meme plan. Car il faut identifier o = — -a — ^S — 

s s 

r 

"Y avec^ = (1 — a; — i/) a + a:/? + y^' ce qui exige que 

1 — ic — 2/ = — -, x=i — -,y=^ — , dou en 61imi- 

nant x et y,p-\'q + r + s=^0. 

Courbes et surfaces. Si dans Tequation ^ = rca + y^, 
X et y ne sont pas des variables ind^pendantes, mais 
fonctions d'une seule variable t, l'equation ne repr^ 
sente plus tout le plan : chaque valeur de t donne un 
point, et tons ces points forment une courbe : on a 
done une courbe dans un plan. 



De m^me si dans Q^xa + y^ + 
tions d'une variable /, I'^uation re 
dans I'eapace, et s'ils le sont de dei 
repr^sente une surface : en effet ei 
et faisant varier (, on obtient une C( 
de M doDne une autre courbe, e 
courbes eonstitue une surface. 

G^n6ralement done, I'^quation 
^=^(t), les coefficients des vect* 
dant de la variable t, et celle d'ut 

Le nombre des vecteurs connus p 
mats il sera ordinairement de troi 
deux dans une figure plane. 

Cherchoos par exemple I'^qua! 
I'origine 6tant sur la courbe, le 
gente ii Torigine et j3 sur le diam^ 
le TBcteur q d'uu point quelconq 
aura g = mj9 + na, et il reste h 
entre met n. Or en regardant ^ et 
longueurs, m^ et na seront I'absei 
la courbe, ct on aura »'a' = 2p»i 
peut satisfaire en prenant m =m* 
gant n par (, nous aurons pour I'l 

p = fa + ''(*! '^ parametre est dc 

o et /3 sont consid^ri^s comme des 

Pour I'ellipse, en prenant le cent 

appelant «et ;3 deux demi-diametre 
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Q^ma + n^; puis ma et np consid^r^s comme abscisse 
et ordonnee de la courbe, seront lies par la relation 
fnia/ (n§) 



2. 



2 H — '^~^^ IjOum'^ -{-n^zzziX d'ouw = j/l — m , 

r^uation vectorielle sera done ^ = ma + j/l — m^/!?, 
m etant la variable, et le radical comportant le double 
signe. Posant m = Cos t, on peut la mettre sous la 
forme ^ = a Cos t + §sint Si a et /? son t d'^gale longueur 
et rectangulaires, cette equation represente un cercle. 
On verrait de meme que I'hyperbole a pour Equation 
vectorielle q = ma + j/m^ — 1 /?, m 6tant la variable. 
Si on rapporte la courbe h ses asymptotes, on trouve- 

rait ^ = ma + —, ou ^ = a tgt + ^ Cot ^. 

Soit une h^lice dans laquelle a et j5 seront deux 
rayons rectangulaires de la base du cylindre et y un 
vecteur suivant I'axe du cylindre, I'helice commenQant 
h I'extr^mit^ du vecteur a. Pour un point quelconque 
de la courbe, on aura d'abord ^ = ^^ + ny, le vecteur 
n 6tant la projection de q sur le plan de la base. Mais 
on aura d'apres I'equation du cercle : t* = a Cos t + ^sint; 
d'ailleurs par la nature de Th^lice, ny est (5gal en lon- 
gueur au produit d'une constante par Tare t\ suppo- 
sant y 6gal en longueur k cette constante, on aura n = t, 
et par suite g = a Cos ^ + j? sint + yt 

Enfin une surface k centre du 2"*" degr6, dans laquelle 
les vecteurs a, j?, y seraient diriges suivant un systeme 

diametres conjugu^s, aura pour equation 

q=pa-\- q^ + ry, 



3 
^ 
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p,q et r devaiit etre li^s par une relation que Ton ob-1 
tient en substituant pa, q^, ry, regard^s comme d( 
coordonn6es, dans T^quation ordinaire de ces sur- 



faces ; on trouve amsi^-p- + ^ 



+ -^- = 1, ou, ce qui 



revient au meme, Ajp* + Bq^ + Cr* = 1. La surface es^ 
un ellipsoKde si A, B, C sont trois positifs ; les demi^ 
diametres sont alors \/W, j/Q, ^R, 

c'estadire-^,^,^. 

Voyons maintenant la question inverse de celle qui 
vient de nous occuper; il s'agira de transformer nm 
equation vectorielle en ^nation ordinaire. Pour un^ 
courbe plane, si Ton a Q^af{t)-\- jSy (t), on posew 
x = af(t), y = ^^(t) en regardant a et /9 comme ii 
simples longueurs, et on ^liminera t entre ces deu: 
Equations. Pour une courbe dans Tespace : 

on posera x = ccf(t), 2/ = i^y (0^ z = yiif (t) 
et on ^limine t, ce qui fournit deux Equations. 

Pour une surface : q = ccf{t,u) + /?y {t, u) + y^f {t,ii] 
on posera x = af{t, u) y=^Py> (t, ii\ z=^y^ (t, it) et oi 
^limine t et u, 

Exercices I. — Les c6tes opposes d'un parallel 
gramme sont egaux. En effet AC = AB + BC = AD 
DC, d'oii AB— DC = AD — BC. Chaque membn 

se reduit k ui 
seul vecteur, el 
ces deux vec^ 
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teurs, de direction differente, ne peuvent etre 6gaux 
que s'ils sont nuls ; done AB = DCetAD = BC. 

11. — Si dans un triangle ABC, on determine un 
trapeze en menant deux paralleles a la base BC, Tin- 
tersection des diagonales de ce trapeze sera sur la m6- 
diane joignant A au milieu de BC. Prenant A pour 
origine, appelons ^ ety les vecteurs AB et AC; m/? et 
«/5, my et ny seront les vecteurs des points de AB et 
AC par lesquels on mene les paralleles. Les deux dia- 
gonales auront pour Equations : Q = m^ + x {ny — m^) 
etQ = my'\^y {n^ — my), Leur intersection sera donnee 
par la valeur de q commune aux deux Equations : on 
la determine en 6galant les coefficients de /J et ceux de 
y dans les deux Equations : cela donnc m — mx = ny 

m {m — n) m 

m^ — n^ m + n 



et m — my = nx d ou x = -^ — ^-^ = , j et 



V = — ; — ; substituant dans une des valeurs de g on 

171 n 
trouve 2/= -r— i^ + r)- Le point d'intersection se 
m + n 

trouve done sur le vecteur ^ + y, qui n'est autre que la 

S + y 

mediane prolong^e d'une longueur ^gale. 

in. — Les m^dianes d'un triangle se coupent au 
meme point, situ^ au tiers de chacune. 

Conservant les notations de I'exercice pr^cMent, la 
mediane partant de B aura pour Equation ^ ee /J + 

X VTy — ^ ^t celle qui part de C : ^ = ^^ + y ( | — yj. 

Leur intersection se trouve en ^galant les coefficients 



de jS et y; cela donne 1 —x=:~i 

2 2 

x = -,y = -; par suite le vectem- 



3-4- V 

— — , et se trouve aux deux tiers 

partir du sommet A. II est aussi au 

3 -\-y 
de C & partir de la base, car — ^^-ly — -i eie. 

Le point de rencontre des mediancs ^tant le centre 
de gravity, si Ton rapporte un triangle ABC h une 
origine quelconque 0, de mani^re que a, ^, y soient I 
vecteurs des trois sommets, celui du centre de gravi 

IV. — Trois droites OA, OB, OC §tant dans 
mSme plan, on appelle a le point d'intersection de 
et BC, h celui de OB et AC, c celui de OC et AB, puis 
a„ le point d'intersection de OA et &c, b„ celui deOB 
et ac, c„ celui de AB et ab; prouver que a„b„c^ sont 
en ligne droito. 

Faisant A = «, B = ^3, on peut poser C = »j« + 
n^. Les intersections a,b,cse trouvent conime dans les 
exercices precedents ; on aura : Oct = ; , \)b = , 

Oc = 1 — - ; puis de meme 0«. ^ 

m + n 



2m 4- « - 
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Si Ton additionne ces trois dernieres egalit^s apres 
avoir chasse les denominateurs, et change les signes 
de la premiere, on obtient pour second membre ; en 
outre la somme des coefficients de Oa,, 06,, 0(?, est 
nulle; done «!,&,, c, sont en ligne droite. 

V. — Trouver le centre de gravity d'un systeme 
quelconque. 

Soient deux vecteurs a et a, aboutissant k deux points 
de masses m et m^ ; le vecteur q du centre de gravity 

sera donn6 par la relation = — — - d'oii Ton tire 

w, m 

= — ^ — ^—. Si Ton introduit un troisieme point de 
m-\-m^ 

masse m^ k I'extr^mit^ du vecteur a^, le nouveau centre 

ma4-m.a, 

_ «2 — ^ 



de gravity sera d6termin6 par q — m + ^w, 



m + m, 
d'ou Q = 



_ ma -\- m^a^ -\-m^a^ 



II en sera de m6me pour un nombre quelconque de 

. , 2ma ^. 

masses; le vecteur du centre de gravity sera -„ — . Si 

toutes les masses sont 6gales, et au nombre de n, cette 

valeur devient ou — , c'est k dire ^ — —; 

mn n n 

c'est le vecteur du point qu'on appelle point moyen du 

systeme. D'apres I'exercice III, le centre de gravity 

d'un triangle est le point moyen de ses trois sommets; 

il en serait de memo pour le t^traedre. 



» -.- -jT 
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Le point moyen a encore les deux propri^tfe sui- 
vantes : 
P La somme des vecteurs men^s de ce point k tous les 



points du systfeme est nuUe. En eifet a — 

« + «!+«, 



n 



+ 



a 



n 



+. 



0. 



2** Si Ton a deux systemes de points, et un troisieme 
systeme form6 par la reunion des deux autres, les trois 

points moyens sont en ligne droite. En eflfet leui's vec- 

2a 28 2a 4- 23 
teurs sont — , ~ et — ; — /-; en lesadditionnantapres 

n n n + n 

les avoir multiplies respectivement par — w, — w' et 
n + w', coefficients dont la somme est 0, on a un rfeul- 
tat nul, ce qui montre que les trois points sont en 
ligne droite. 

VI. — Trouver les principales propri6t6s des tan- 
gentes k la parabole. 

La courbe ayant pour Equation Q = at + §t^, conside- 
rons la s^cante joignant les deux points de la parabole 
qui correspondent aux valours t et t^ de la variable; 
r^quation de cette droite sera: 

q = at-\- ^t' + x{at, — at + ?t,^ — ^t) = 
at + ?t^ + x{t, -t)\a + ^ (t, + t)], ou 
plus simplement, puisque x {t^ — t) est une variable j 
quelconque : 

Q = at + ^t^ + x[a+^(t^ + t)]. On change cette 
secante en tangente en faisant ^^ = t, et si de plus on 
appelle us le vecteur de la tangente menee au point de 
la courbe qui correspond k t, on aura : 
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w = at + ^f + x{a + 2§t) pour Equation de la tan- 
gente, 

En y faisant x = — ^onaro^ — ^t\ ce qui donne 
un point T du diametre; done la sous-tangente OT 
^ale Tabscisse OP du point de contact. D'ailleurs la 
valeur g^nerale de m montre que la tangente est pa- 
rallele au vecteur a + 2^L 
Cherchons main- 
tenant les tangen- 
tes par un point 
exterieur dont 
le vecteur serait 
ma + n§, Le vec- 
teur w de la tan- 
gente devantser^- 
duire k cette va- 
leur en choisissant 
convenablement x 

et t, on aura t + x = m, et x^ + 2tx = n, d'oii 
tz=:m±\/m^ — n. II y a done deux tangentes, qui se 
confondent en une ^\n = m^ et deviennent imaginaires 
si w > m^. 

Appolons f et f les deux valeurs de t donnees par t 
=m dz {/m^ — w. La droite joignant les deux points de 
contact vaudra, comme vecteur at' + ^t'^— (xd' — ^f\ 
oil {i' — f) \a + ^ {f + f)\ ; cette droite est done 
parallele au vecteur a + ^{t' + f) ou « + 2§m dont la 
direction ne depend pas de n ; done si de divers points 
situfe sur le prolongement d'un meme diametre, pour 




t»- 
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lesquelsm est constant, on mene Ji la): 
de tangentes, les cordes de contact 
a + 2j3t», c'est t dire k la tangetite 
de la courbe oii m — (, soit par le po 
qui est le sommet du diameti-e. 

L'^quation de la corde de contact 
rieurg=ma + M|3sera donee = «('-+ 
Si Ton veut qu'elle passe constamt 
donn^, ayant pour vecteur pa -\- < 
t' -j-x^p et t" + 2mx=^q 

cette valeur se reduira k m ± j/m' — n, si Ton a 
« =^ 2inp — 5 ; le point k partir duquel on mene les tan- 
gentes a done pour vecteur ma + {2mp — q)^ ou 
— q^ + wt(a-H2pj3), expression ou m seul varie; done 
e=—q$ + m(a + 2ps) repr^sente une droite, et les 
cordes de contact des tangentes issues d'un point de 
cette droite passent toutes par le point e^pa + g|S; 
de Ik les propri^t^s du p61e et de la polajre. 

Si un triangle est inscrit k une parabole, les tj 
menfes aux trois sommeta coupent les c6tfe p 
en trois points en ligne droite. En effet on pent 
un des sommets pour origine : soient t, et t, lei 
de t correspondant aux deux autres sommets ; I 
tions des trois tangentes seront g = xa, 

Q = at,+^t,'+y(a^2^t,), 
e = at, + fit,' + « (a + 2fil,) ; celles des tro: 
Q = at, + i?f,' + M (orf, -j- ^'f,' — (rf, — , 
e = at, +j3/,' + H(« + |S*, +^t,),q = v{at. 



^. 
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Q = w{ati + /?^,^) ; les points d'intersection auront pour 

I vecteurs J^^ a, J^ (« + ^U ^^ (« + ''^•>- 
Ces 3 vecteurs multiplies respectivement par les coeffi- 
cients ^ % -^-T — -, '^-^ — * dont la somme est 

nulle, donnent pour somme; done les trois points 
d'intersection sont en ligne droite. 

[ Vn. — Trouver I'enveloppe d'une droite qui d^ter- 
i mine sur deux axes un triangle d'aire constante. 




^•'.. 



Soit A = a^, OB = y ; Tequation de AB sera 

V 



q^at + xV—aty, 



celle d'une autre position de la droite mobile sera 
I ^ = (xt^-\-yij — atA\ rintersection a pour vecteur 

; ^ = .^ , Si on fait converger ^, vers t, on obtient 

I a 3 "[ 

. ^ = n ^ + o T^quation d'une hyperbole dont les asymp- 
t( es seraient A et OB. 



I 
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VIII. — On prolonge dans le 
d'uD triangle ABC, de mani^re qu 
respectivement ^ux k la moiti^ i 
terminer I'intersectiondeBFavec 
sections analogues. 



FaisantAB = R,AC = /?,onti-ouveCIsn — j? + a:.FB 

done l+x=^ -^ et-~l^ — y,d'oux = */Tp: 

Ainsi CI^- CD. M§me rfeultat pour les deux a 

intersections. 

IX. — Dans nn parall^Iogramme OACB, on 
par un point P deux paralleles aux cflt^s : les diagc 
MK et NL couperoiit OC au niSme point. 

On faitOA = a, OB = /i, d'ouOM = ma, ON: 
Le point de rencontre de KM et C aura pour ve 
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N 




M-f-a:MK ou ma-\-x{n^ -\-a — ma\ et comme il 
loit etre sur CO, ce vecteur doit etre de la forme y 
-j- /5), ce qui exige que m + x — mx = nx d'ou x = 



fn 



et le vecteur de Fintersection sera 



mw(a+j9) 



-\-n — 1 ' ' m-k-n — l' 

(i on remplace la diagonale MK par NL en ^hangeant 

avec n eta avec jJ, ce vecteur ne change pas. 

X. — Etant donn^ un quadrilatere OACB, les mi- 
ieux des trois diagonales du quadrilatfere complet 
EACBF sont en ligne droite. 




Faisant OA = a, OB = /J, OF = ma, OE = np, le 
rilieu de AB aura pour vecteur -~^, celui de EF, 
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^r 



ma-\-n^ 



; puis le vecteur de C est d^termin^ pi 



n^ + x{n^ — a) = ma+j/(ma — j9)d'ourr = 



m (1 — n)\ 
mn — 1 



le vecteur de C est done — ^^ :; 1 — '^ z — 

mn — 1 mn — 1 

1 .J -T J rM^ m(n~-\)a-\-n{m — \)§ 

celui du milieu de OC : — ^^ -^, — ' — tt —. 

2{mn — 1) 

mcc+nS a4-8 ^m(n — l)a-j-n{m—V 
on trouve que —^ ^ et ,(,,^_i) 



a + ^ 



ne different que par un faeteur numerique 



done les trois points sont en ligne droite. 

XL — Etant donnes deux triangles ABC, A' B' 
qui peuvent n'etre pas dans le meme plan, si les droits 
A A', BB', CC concourent en un point 0, les poinl 
d'intersection de AB et A'B', de AC et A'C, de B 
et B' C seront en ligne droite. 

Faisant OA = a, OB = i?, OC = r et OA'=?n< 
OB' = n^, OC =pr, les droites AB et A'B' ont poi 
equations (> = a + x (j5 — a) et ^ = ma + y (w/3 — nu 

ce qui donne pour leur intersection le vecteur 

m{l — n)a + n{m — l)p r^ . „. , 

— ^ — — ^^ —. De meme pour lintersectK 

m — n 

de B C et B C : — ^^ ^ — ; puis pour eel 

n—p 

de AC et A'C :^ii:^^1±-^-l^Ilil-". Multiplia. 

p — m ^ 

respectivement par les coefficients {m — n) {p — 
(n —2^) (^ ~ 1)5 (i^ — *^0 (>* — 1), dont la somme 



i 
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nulle et additionnant, on trouve ; done les trois points 
sont en ligne droite. 

Xn. — Etant 
donne un quadri- 
latere plan coupe 
par une s^cante 
E F, les points 
d'intersection des 
diagonales des 
trois quadrilateres 
ABCD, ABEF, 
EFCD sont en 
ligne droite. 

Prenant pour origine le point de rencontre des c5t6s 
AC et BD, on designe A par a, OB par /?, OE et 
OC par pa et ma, OF et OD par q^ et n^. On trouve 
pour les vecteurs des trois points en question 
pm(n — q) a -\- nq{m — p) ^ p(l — q)cc+q(}—p)^ 
mn — pq ' 1 — pq 

m{n — l)a + w(w — 1)/? 
mn — 1 

En les raultipliant respectivement par les facteurs : 
— {mn — pq), mn (1 — pq\ pq {mn — 1) dont la somme 
est nulle et additionnant on trouve ; done les trois 
points sont en ligne droite. 

XIII. — Le centre de gravite d'un triangle, le point 
de rencontre des hauteurs, et le centre du cercle cir- 
conscrit sont en ligne droite, et la distance des deux 



[ 



premiers est double de cell 
sieme. 
OiiferaCB=a«,CA = 6iS, 




unit^. Le veeteur du centre de graviie sera — - 

PuisonaAD = — 6j3 + 6aCosC,BE = aa-(-a5 
Par suite lea ^uations de ces deux hauteurs i 

et leur intersection aura pour veeteur 

I ^,^[(6 - aCosC)« + (a - 6 Cos C) iSJ. 

Lea perpendiculaires an milieu de CB et C A a 
pour ^uatiOQS 



^ +!,(«» -o^C 



leur intersection aura pourvecteui 
(g — tCos €)» + (> — aCoaC)^ 
2Sln'C 



Mullipliantlestroi 




i*»->i«rai*B^W««i««Wll I » ■^i^^"^i^""^^^k,  nr-i^*«l" -.   ^1 . .  .. • V. , • 
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teurs trouv6s par — 3, 1 et 2, on trouve 0; done les 
trois points sont en ligne droite. De plus puisque le 

vecteur du centre de gravity vaut ^ — r— ^ , q et q" 

6 

^tant les deux autres vecteurs, le centre de gravity par- 
tage la distance des deux autres points dans le rapport 
indique. 

EnONCEB de questions a RE80UDRE 

1. Si deux c5t^ d'un quadrilatfere sont 6gaux et paral- 
Ifeles, les deux autres le sont aussi (voir I'exercice I"). 

2. Les diagonales d'un paralMlogramme se coupent en 
parties 4gales. 

3. Les milieux des cdt^ d'un quadrilatere plan ou 
gauche forment un parall^logramme. (Prendre une 
origine quelconque, d'ou Ton mene les vecteurs a, ^, 

4. On pent toujours former un triangle dont les c6t^ 
sont ^gaux et parall^les aux mMianes d'un triangle 
donn6. (Prendre une origine quelconque d'ou Ton 
mene les vecteurs a, /9, y.) 

5^Soient les vec- 
teurs A ou a, ^ " 

etOBou/J. Par 

un point M don- 

ii6 sur OA, on 

mene une paral- o~ b 

lele ^ OB, sur 

laquelle on prend un point quelconque P ; on mene 
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P A et P 0, puis des paralleles k ces lignes par et B. 
Trouver lelieu de rintersection Q quand P se d^place. 
(Ce sera une parallele k M. On peut le trouver aussi 
par les coordonnees.) 

6. Les droites joignant les milieux des cot^s oppose 
d'un quadrilatere plan ou gauche se coupent en leur 
milieu, et ce point est aussi le milieu de la droite 
joignant les milieux des diagonales. (Prendre une 
origine quelconque, et 4 vecteurs a, /?, y, 3,) 

7. Les droites joigntot chaque sommet d'un t^traedre 
au centre de gravity de la face opposee, se coupent 
en un meme point, qui divise chacune d'elle au quart. 
(Origine quelconque et quatre vecteurs.) 



Appendice. — Differentiation d'un vecteur. Dans une 
courbe ^ = y (t), un vecteur voisin de q sera sp (^ + 3t) ; 
leur difference est y (^ + J^) — y (0, et son rapport k St 
aura pour limite y' (t) ; done dg = y' {t) dt, c'est k dire 
qu'on peut diff'^rentier q suivant les regies ordinaires. 
De plus, dQ revient k la diff^rentielle ds de Tare, et 
par suite dg est un vecteur infiniment petit dirige sui- 
vant la tangente. 

Ainsi dans requation de I'hyperbole, qu'on peut ecrire 

Q^at+j, nous aurons dQ^(a — ^-\dt=:-j-lat — ^j ; 
la tangente est done parallele au vecteur at — ^, 

V 



• f 



9'\ 

ao ^^ 



d'ou r^sulte que si le 
vecteur OM partant 
du centre est la dia- 
gonale d'un paralle- 
logramme construit 
sur les asymptotes, 
Tautre diagonale est 
parallele k la tan- 
gente en M. 




CHAPITRE II 



Des verseurs. 

Un vei*seur est une quantity complexe : c'est un 
angle d'une certaine grandeur, h c6tfe 6gaux, et dont 
le plan a une certaine direction dans I'espace, abstrac- 
tion faite de la longueur des cot^s, de I'orientation de 
Tangle dans le plan, et de la position absolue de celui- 
ci, ou du sommet. Un verseur depend done de trois 
variables : Tangle lui-meme, et les deux angles qui 
fixent la position du plan. 

Eamenons diflferents verseurs au meme sommet, et 
rendons leurs cot^ 6gaux k I'unit^ ; sur une sphere de 
rayon 1 ayant le sommet pour centre, chaque verseur 
sera repr6sent6 par un arc de grand cercle. Deux 
verseurs seront ^gaux si leurs arcs sont ^gaux et sur 
le meme grand cercle ; il faut de plus qu'ils soient dans 
le mema sens, ce qui se lie a la convention suivante : 

On pent regarder un verseur comme le facteur par 
1 juel il faut multiplier un de ses c6tes (c'est k dire un 

^ cteur) pour obtenir I'autre. Ainsi OB=OAxAB, 
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le sens du verseur AB ^tant in- 
(iiqu6 par le fait qu'il va de A en 
B. Le verseur B A sera au contraire 
le facteur par lequel il faut multi- 
plier OB pour donner OA; done 

^-^ 1 

B A = ^^ ; ces deux verseurs sont 
AB 

appeles inverses ou conjugues, 
Ainsi, de meme que le vecteur opere la translation 
d'un point, le verseur produit la rotation du vecteur. 
Notre convention se justifie par le fait que dans la mul- 
tiplication le produit est de la nature du multiplicande, 
et le multiplicateur d'une autre nature. L'axe d'un ver- 
seur est la perpendiculaire k son plan men^e par : sa 
partie positive est du c6t6 d'ou Toeil voit Tare par- 
couru dans le sens direct des astronomes. 

Bien que Hamilton, le cr^ateur de la m^thode des 
quaternions, ait convenu de i^lacer le multiplicateur a 
gauche du multiplicande, nous suivrons I'usage contraire 
qui nous paralt plus en harmonie avec la maniere de 
lire un produit. Deux verseurs pouvant etre employ^ 
comme multiplicateurs successifs, on aura des produits 
de verseurs, et dans ces produits on ne pent echanger\ 
les facteurs : en effet si un vecteur est multiplie succes- 
sivement par deux verseurs non dans le meme plan, 
on ne pent mettre le second avant le premier. On 
verra aussi plus loin que le produit d'un verseur par 
un vecteur n'est point identique k celui du vecteur par 
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leverseur; il est clone essentiel d'adopter une regie 
constante pour I'ordre de8 facteurs, toutes les fois que 
cela peut influer sur la valeur du produit. 

Pour Clever au carr6 un produit de verseurs, on ne 
pourra pas 61 ever chaque facteur au carre ; ce serait 
changer Pordre des facteurs. De meme pour toute 
puissance positive et entiere. 

Voici, du reste, les diverses consequences de la con- 
vention etablie plus haut. 

P Dans tout triangle et meme dans tout polygone 
spherique, le produit des c5t6s envisages comme ver- 
seurs, est egal k Tunit^, pourvu que ces c6t6s soient 
pris en faisant le tour du perimetre. En effet, on revient 
par la au vecteur primitif. 

2^ Dans un produit de plusieurs verseurs on peut 
remplacer quelques-uns d'entre eux, sans changer leur 
ordre, par leur produit eflfectu^. Cela rfeulte de la 
propriety prec^dente du polygone spherique. Appli- 
quant cette remarque k deux verseurs seulement, nous 

verrons que dans tout triangle spherique ABC, AB x 

B C sera egal k AC. 

3° Si I'on partage Tare d'un verseur en m parties 
egales, chaque verseur partiel vaudra la racine m^^^^ 
du verseur total. 

4° Tout verseur dans un plan donn^ peut s'exprimer 
par le cosinus de son angle, plus le produit du sinus 
par un verseur-quadrant dans le meme plan. En eflfet 

le verseur AB equivaut k ^-r-, ou -- + jyt* BDetant 
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perpendjculaire 
plus on preni 
k BD et ^al h 



port entre deux vecteurs de 

- mgnie direction, c'est k dire un 

nombre, et reprfeente ici le 

OC 
enn" 

le plan donn^. 

5" Un verseur-quadrant a pour carr6 — 1, car une 
rotation de 180° ne fait que changer le signe d'un 
vecteur. Par suite, un verseur quelconque dans un plan 
donn^ pourra, tant qu'on ne consid^re pas d'autres 
plans, se reprfeenter par Cosu + [/ — 1 Siiiu, Son 

inverse ou eonjugu^ sera 7; ; — -==—-: — , ou 

■' ® Cosu + / — 1 Sinu 

Cosh — [/ — \ Sinu, ce qui rapproche la th^orie des 

■verseurs de eelle des quantity imaginaires. 

6° Deux verseurs qui ne different que par le signe 
ont des arcs suppl^mentaires et sont dirigfe en sens con- 

traire. En effet 1: — tt;—: — ;= =-,„■" .»,,?> '~~^^ 

Cos (1 80° — h) + 1/ — 1 (Sin 180° — u) 

— — (Cosw + t/^n"Sin u). Cela 



u + / — 1 Sinw 
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se voit aussi g^om^triquement. D'ailleurs on peut 
toujours supposer Tangle cl'un verseur inferieur k 
180° : sinon on le remplace par un verseur convenable 
de sens contraire. 

7** Dans le triangle sph^rique 
form6 par les vecteurs a, g^ y, on aura 

a^y = 1, aj5 = — etj3a=r'«Hestclair 

que j?/a et ya^ valent aussi 1, mais 

07j3, jSay et y^a ont (i'autres valeurs : 

ainsi ^ay est le produit y'y qu'on ob- 

tient en prolongeant ces deux ares. 

La figure montre egalement, ee qu'on 

a d^jk vu, que {adf n'^gale point 

i- _i -L 

a^iJ^ et que {adY- n'egale pas a 2 j? 2 ; 

ainsi pour toute puissance positive, 
qu'elle soit entiere ou fractionnaire, 
iln'estpaspermisd'^leverlesfacteurs \ / 

^ une puissance pour y elever le pro- 
duit II en sera de meme enfin des 
puibsances negatives, car on voit que («/?)-* n'egale 
pas «-*/?—!, mais bien j^-^a-i, chacune de ces quantit^s 
representant y. 

8" Dans un triangle trirectangle forme de trois ver- 
seurs-quadrants que nous appellerons i,^*, A:, on a comnie 
dans tout triangle ijk = 1 ; puis comme y' = y, on 
aura 



y 



t^ Y 
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ij = ^ JJc =7 , Jd=^Ji = k, Jcj = i, ik=j. De plus 

K I J 



i' = —hf 



— 1, k^=z — 1, et par suite -r = 



^ 



-r = —j,f='- k, d'ou ij = — kjk = — i,ki='-j 
J k 

ou ij = — ;i, jk = — kj, ki = — ik. 

Le symbole algebrique 
{/ — I diff^re de iJ, k eo 
ce qu'il peut etre inter- 
verti avec d'autres fac- 
teurs, car il joue le rOle 
de nombre. Ainsi, comme 
on Ta vu, on ne peut em- 
ployer [/ —I pour de- 
signer un verseur-qua- 
drant que si Ton n'a 
qu'un plan k consid6rer. 
D'allleurs les relations que nous venons d'etablir con- 
duisent k une nouvelle convention tres importante : 

Puisque i employe comme multiplicateur trarisforme 
j en k, et aussi B en C, on peut assimiler chaque 
verseur-quadrant au vecteur qui lui est perpendicu- 
laire, et qui constitue un vecteur-unite puisque le rayon 
de la sphere est 1. Ainsi OB se d^signera parj?*, OC 
par A: et A par i, ce qui forme un systeme trirectangle 
de vecteurs-unites. Le carre de chacun vaut — 1 et 
rinverse de chacun est 6gal au vecteur en signe con- 
traire. 
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En resume tout vecteur-unite peut etre regarde 
comme un verseur-quaclrant dans le plan perpendicu- 
laire, le sens du verseur ^tant tel que le vecteur lui 
serve d'axe. 

Void les consequences de cette convention : 

r PuisqueOA = OCxOBet — OA = OBxOC, 

OA 
et que d'autre part rr-^ = OB (puisque OC multipli^ 

OA 

par le verseur j donne OA) et pyp — — OC, on voit 

que dans la division de deux verseurs, consid^r^e 

comme operation inverse d'une multiplication, c'est le 

multiplicande qui devient diviseur : cette regie devra 

toujours etre observ^e, sous peine d'erreur, et s'applique 

^ toutes les quantites complexes que nous aurons k con- 

siderer, ainsi que la suivante qui s'y rattache : Si Ton 

veut toire un diviseur comme facteur en lui donnant 

I'exposant — 1, il faut le placer k gauche, c'est k dire 

k 
en faire le multiplicande. Ainsi -r equivaut h. i—^k, car 

I de I'egalit^ entre ces deux expressions on tire A: = 

' ii'^k = k. 

I ^ 

I On voit par ]h que de k^ji on peut tirer - = i, (et 

k ^ 

non - =y) ; cependant si Ton veut mettre i en diviseur, 

on peut ecrire kXr =j ou ki—^ = ;, egalite qui se jus- 
tilie en multipliant les deux membres par i ; ki^H =^'i 



1 
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2° Pour les trois vecteurs-unites ou verseurs-qua- - 

drants repr6sent6s par i, j, fc, le produit de deux d'entre 

k 
eux 6gale leur quotient. En eflfet A:i et -r ont la meme 

valeur —j. Cette propriety, qui ne s'applique pas ^ 
d'autres vecteurs ou verseurs, nous permet d'etablir 
les series suivantes : 

I k t-^ k-^ 

i k — ^ z — ^ k 

k I fe— * t-^ 

Les huit quantit^s de la premiere s^rie sont egales k 

—j, celles de la seconde kj. 
On voit aussi par 1^ que le quotient de deux des 

quantit^s i, ;, k (comme aussi leur produit) change de 

signe quand on les Change entre elles. 

3** Ce qui precede ne s'applique pas k deux vecteurs- 

k 
unites identiques: -,- n'est pasegale k k^\ Tun vaut 1 et 

I'autre — 1. 
4** On pent remarquer ici que (fci)-^ n'^ale pas kr^-^^ 

puisque =-: est 6gal k — .- ouj, et kr-H—^ ou (— Zc) (— i) k 

rCt J 

ki ou —j ; c'est un cas particulier de la regie d'apres 
laquelle on ne pent pas elever un produit de verseui's k 
une puissance en y ^levant les facteurs. (Voir la 7® con- 
sequence ci-dessus.) 

5° La multiplication ou la division de deux fractions 
dont les termes sont des verseurs (ou des vecteurs- 
unites) ne se fait pas suivant les regies de I'algebre. 
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(X y ccY 

Ainsi -3 X T donne ^^aS-^y et n'est pas ^gal ^ ^^qui 
vaudrait (^S)-^ay ou d-^^-^cey. De m^me 3 : ^ c'est-k- 
dire~-p ou ((y-V)~*|5~*a, ou encore y-^d^-^a n'equi- 

vaut pas k — ou {^y)—^ad ou y-^^-^ao, 

6" Tout verseur, ^tant une puissance quelconque du 
verseur-quadrant, pent se representer par une puis- 
J^nce du vecteur-unit6 perpendiculaire. Ainsi v^ est 
un verseur qui fait tourner un vecteur perpendiculaire 
^ OA ou i, d'un angle egal k m droits, autour de i 
comme axe et dans le sens positif. Si la puissance est 
fractionnaire, il ne faut prendre que la valeur princi- 
pale de la racine. 

NOTA. L'addition des verseurs ne sera trait^e qu'au chapitre 

nuivant. 



CHAPITRE m 



Des quaternions. 



Un quaternion est une quantity complexe : c'est un 
angle d'une certaine grandeur, dont le plan a une cer- 
taine direction dans I'espace et les cot6s un certain 
rapport, abstraction faite de la longueur absolue des 
cot^s, de I'orientation de Tangle dans le plan, et de la 
position absolue de celui-ci, ou du sommet. Un quater- 
nion depend done de quatre variables : le rapport des 
cot^s, la grandeur de Tangle, et les deux donnees qui 
d^terminent le plan. On a aussi donn^ aux quaternions 
le nom de Uradiales. 

On pent regarder un quaternion 

AOB comme le facteur par lequel on 

doit multiplier le vecteur OA pour 

avoir le vecteur OB, Tangle (§tant d^crit 

O R 
dans le sens direct. Ainsi q=i-^^, ou 

OB^OA.^. Le quaternion opere k 
la fois la rotation d'un vecteur et le 
d^placement d'un point sur ce vecteur. On pent s^parer 




ces deux efFets en d&omposant le qii 

comme facteur en deux autres : le ti 

dire le rapport num^rique tt-.' ^^ 
correspond k Tangle AOB. On a d( 

q = Tq. \Jq =Uq.'. ^ 
puisquc la place du facteur num^rique Tg est indiff^ 
rente. 

Le tenseur sera toujours cens^ positif, ear le ehaii- 
geinent dc sens du vecteur peut 6tre obtenu par une 
modification dans le verseur. Toutefois s'il etait n^gatif, 
on n'aurait pas de peine k I'interpr^ter. 

On pcut assimiler un quaternion h une quantity ima- 
ginaire dont le module est le tenseur et I'argument 
Tangle « du verseur, \/ — 1 reprfeentant le verseur- 
quadrant ou le veeteur-unit6. Par suite la multiplica- 
tion des quaternions rentrera dans la r^le connue den 
iraaginaires, si les verseurs sont tous dai 
plan. De plus, puisque le vei*seur vaut Cos « -|- 
et le quaternion q par consequent 

Tg Cos a+Tq Sin a lA^T^ 
on voit qu'il est fonn6 de deux parties ; 
un nombre, que Ton appelle le scalaire, soit 
est un autre nombre qui, mnltipljant le v< 
/— 1, donne un vecteur \q perpendicuki 
du quaternion ; ainsi g = Sg + Vg. De Ife i 
que(Sg)'-(V«)' = (Tg)'. 

Tout vecteur pouvant s'exprimer p&r xi + j/i 4- zk, 
un quaternion q sera w + xi+ii/ -\- zk, w d6 
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le scalaire ; il depend done bien de 4 variables. Une 
egalit6 g = 2' compveiidw=w\x=^x\y=y\z = z'. 

. . . , OB 1 OA , 

Le quaternion inverse de q ou tt-t- sera- ou 7r-=r: le 
^ OA g OB 

tenseur devient inverse et le vei'seur aussi. 

() B 
Le quaternion conjugue de q est ^^ en pla^ant OA 

k gauche de OB; le 
tenseur reste le meme 
et le verseur devient 
inverse. 

Enfin dans I'in verse 
du conjugu^, le ten- 
seur est inverse et le 
verseur reste le meme. 

Hamilton a d6sign6 

par Kq le conjugu^ 

de g; on aura done 

qXq = Kq.q = (Fqy, 

leproduitdesverseurs 

(dent I'ordre est ici indifferent) donnant Tunit^ : de 1^ 

(ToY 
Kg z= . Ainsi la division par q se ramene h une 

multiplication par le conjugu6, et r^ciproquement, 
pourvu qu'on tienne compte du facteur num^riqfte 

(Tg)^ 

Quant aux scalaires et vecteurs, on voit que dans le 
quaternion conjugu^, le scalaire reste le meme et le 
vecteur ne fait que changer de signe, car Tangle chan- 




geant de signe, a + b i/^Tse trar 
Pour le quaternion inverse, le e 
simple -.a + b (/—I devient 
1 a 

a + b^—1 a' + 6' 

L'inverse du conjugal serait - 

Ainsi Sq-' = -;^ et Vy- ' = .Tprv. Changer le signe 

d'un quaternion revient i changer celui du verseur, 
c'est-^-dire k I'augmentei' k 180°, ou k en renverser le 
sens en prenant Tangle supplemental re. 

Tout veeteur peut etre regard^ comme un quaternion 
dans un plan perpendiculaire et dont Tangle est droit: 
le sealaire est alors nul, et le tenseur n'est autre chose 
que le rapport du veeteur k Tunit^, aoit sa lonpeur 
absolue. Ainai un veeteur « revient k iTa, i 4tant le 
vecteur-unit^ dans la m^me direction ; par suite 
w' ^ — (Ta)', puisque i'=^ — 1, 

L'inverse du veeteur a est -ou -:=-^ ou 7=- (puisqi 
.- = — t) ou encore =^ : il a un tenseur inverse et ui 

direction contraire. Le conjugu^ sera — «; il a m^r 
tenseur et direction contraire. L'inverse du conjugkiv 

ou , aura, relativement h a, mSme direction et ten- 
seur inverse. 
R^ciproquement tout quaternion peut se reprfeenter 



"=r^ ,• 
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I par une puissance d'un vecteur perpendiculaire ; ainsi 
Inn quaternion dont le tenseur est 3 et Tangle 45° sera 
la puissance Vt ou la racine carrde d'un vecteur de 
longueur 9. On v^rifie d'ailleurs par Talg^bre que 

Multiplication et division. — Nous commenQons par 
ces deux operations, qui se ramenent immMiatement k 
celle des verseurs. Le produit de plusieurs quaternions 
86 fera en multipliant les tenseurs, operation num^ 
rique, et en multipliant les verseurs comme on Ta vu 
au chapitre prudent De mSme pour un quotient 
D'ailleurs, tout vecteur se ramenant k un quaternion, 
la multiplication et la division des vecteurs se fait par 
les mfemes regies : on op6re sur les tenseurs comme sur 
des nombres et sur les vecteurs-unit^ comme sur des 
verseurs-quadrants. 

Par suite le produit ajJ 
de deux vecteurs sera un 

I quaternion plac^ dans le 
plan a^, ayant un angle 
suppl^mentaire k celui 
de a et jJ, dirig^ de a en 
sens contraire de ^, et 

['ayant un c5te ^gal a 
I'unit^ tandis que I'autre 
sera egal au produit des 
1 igueurs de a et p. 
1 multiplication des tenseurs justifie la fin de cet 




t „^t 



— 40 -- 

^nonc6 : quant k Tangle, k son sens et k son plan, nous 
rempla^ons les vecteurs-unitfe dirigfe suivant a ei§ 
par les verseurs-quadrants perpendiculaires : le pro- 
duit ACxCB donne le verseur AB, dont Tangle est 
suppl^mentaire de celui de a et /9 : il est d'ailleurs dans 
le plan de a et /? et se dirige bien dans le sens indiqu^. 
Le produit ^a donnerait le meme r6sultat, saiif pour le 
sens du verseur : ainsi les produits a^ et /Sa sont des 
quaternions conjugufe. 
Examinons maintenant deux cas particuliers : 

1"* Le produit de deux vecteurs de meme direction 
sera un nombre 6gal k leur produit num^rique, et 
n^gatif quand les deux vecteurs ont le meme sens. En 
effet le produit des verseurs se r6duit alors k — 1. Le 
carr6 d'un vecteur sera par suite un nombre n^gatif : 
a* = — (Ta)*, comme on Ta dejk vu. On en conclut 
encore que le cube d'un vecteur sera un vecteur de 
sens oppose, la 4"' puissance sera un nombre positif, 
etc. ; en general les puissances paires seront des nombres 
et les impairs des vecteurs. 

2** Le produit de deux vecteurs perpendiculaires sera 
un vecteur perpendiculaire k tons deux, puisque dans 
le produit. Tangle devient droit, et le scalaire est par 
consequent nul. Ce n'est que dans ce cas que le produit 
de deux vecteurs donne un vecteur. 

Quant au quotient de deux vecteurs, ce sera un 
quaternion, par la definition mMe de ce dernier. II 

cc 

faut remarquer la relation qui lie -^avec «/?; d'apres la 

p 



•-ii 



leux quaternions different par le 
e qui est suppl^mentaire. De \k 

irtiailier queT;;= ik, ee qu'on a 
; /S-'a, et son C0Djugu6 sera ojS-' 

a 

I. _, ^ inverse- = a~'j? et aura pour 
conjugu^ j3a-' ou -j^. 
On peut aussi op^rer alg^briqtiement les multipljca- 
ns et divisions de vecteurs ou de quaternions. Soient 
veeteurs a = a^ -)- j(j' + aft et § = x'i + y'j + z'k : 
ir produit, d'apresles relations i*=^ — 1, etc.,y = ~~k, 
1. sera le quaternion aj3 = — i.xx' + yy' + ««') + 
{iy' — yz')i-\-[xz'- zx')j + {'jx' — xy')k. Si I'on fai- 
sait le produit ^a, on trouverait la meme chose en 
changeant les signes des termes en t,^', k; done lea 
qnatemions «(? et jSa sont conjugufe, comme on i'a 
dejk vu. On op^rerait d'une manifere analogue pour 
multiplier deux quaternions. 

S'il s'agit du quotient des vecteurs a et j3, ce sera un 
quaternion m; + Si + ly " + Jft que Ton determine en 
posant : 

■d + yj +zk = {x'i + y'j + z'k) (w + |t + ijj + ^k) 
d'oii les 4 ^nations 

?x' + ijy' +Zz' = 
wx' + iz' ~ly' =x 

vy' + t^' -Iz' = y 

tvz' + Ij/' — IJX'^Z 



' '^^"djj T 'r.T^ 1^in'tJK'i^:vs^W 
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xx' + yy' + z^' 



On en tire w = ^.,_j_y,^;r, ? = ^n ,.., ^^ ./, 



^'* + y'' + «' 



a;2; — zx' ^ xy' — xy 

7i » /y.'2 



On ferait de meme pour trouver le quotient de deux 
quaternions tels que 

8 + xi + yj -\- zk et t + xH + y'j + ^'A:. 

Addition et soustraction. — Pour additionner deux 
quaternions (ou deux verseurs) on les transporte au 
meme sommet, on fait colncider les c6tfe qui servent 
de diviseur et on les prend egaux, k A par exemple. 

On aura donc^-T- + pr-r, c'est & dire ytt^ OD 6tant la 

UA UA UA 

diagonale du parall^logramme cons- 
truit sur B et C. On en d6duit 
sans peine les cas partieuliers : ainsi 
Taddition de deux verseurs ^ux 
donne un quaternion de meme angle 
ayant pour tenseur 2. La soustrac- 
tion se fait de mfeme, en remplagant 
OB + OCparOB — OC, c'est k dire Tautre diagonale 
du parall^logramme. 

La rfegle precMente suppose qu'il est indifferent 
de diviser une somme de deux vecteurs, telle que 
0B+ OC, c'est h, dire OD par OA, ou de diviser s6- 
par^ment chaque vecteur par OA, d'ou r^sulte o"e 
r6ciproquement pour multiplier une somme de vecte s 
par un certain facteur, il n'y a qu'k multiplier chac 3 




i 
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terme. On peut le reconnaltre du reste, avec la forme, 
alg^brique des vecteurs, et, plus g^n^ralement, des qua- 
ternions : si Ton s. q^^w + xi + yj + zk et q' ^w' + 
^'i + y'j + ^'h d'ou q -{- q' =iW -\- w' -{- {x -\- x')i + 
[y + y')j + (^ + z')h 6t que Ton multiplie q'\-q' par 
])= s + Ji + 37J + Ik, le r6sultat sera pareil k qp, en 
remplagant w, x, y, z par w -\-w\ x + x\ y + y\ 
z + z' ou k q'p en rempla(}ant w\ x\ y\ z' par les 
memes valeurs ; d'ailleurs le pi'oduit {q + q')p est lin6- 
aire et homogene par rapport h.w-\-w\x-\-x\y-{-y', 
z + z' ; done il se decompose en deux parties qui se- 
raient qp et q'p. II en serait de meme sip etait le mul- 
tiplicande. 

En resume, la multiplication des quaternions est 
distribidive {p {q + ^) =M H-P^)? ^t elle est associative 
{pqr = p (qr)) ainsi qu'on I'a vu pour les verseurs 
page 27 mais elle n'est pas commutative, pq n'etant 
pas ^gal h qp. 



Renvoyant au chapitre suivant I'etude syst^matique 
des proprietes des quaternions, nous n'indiquerons ici 
que quelques formules et relations imm^diatement 
li^es k ce qui precede. 



D'abord, pour que les diverses notations deviennent 
familieres, remarquons que dans un quaternion quel- 
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conque g ou Tq (Cos S -f j/ — 1 Sin S) on aura S U3 =; 
CosiJ, VUg' = Sind.i/=^ TVU4 = Sinrf, !¥«=! 
Tg Sin d,VYq = /^^, T U Vg = 1. 

Puis pour le quaternion 5 dont i'angle serait appele 
o, nous aurons : 



,« 



a Ta 



^^""?7' U^ = Cosrf + |/-lSinrf, S^ = -J^Cos(5, 



,a 



,a 



.« Ta^. 



VU^ = Sin J . /— 1, T VU5 = Sinrf, TV^^^r^SinJ, 
P P P ^P 

UV^=/^ et TUV"=1. II en serait de meme 
P P 

pour - en echangeant a ct /5 et changeant le signe de 

Pour le quaternion a^, appelant toujours d Tangle 
<!ompris entre a et j?, nous aurons : 



Tai5 = TaT|5, Uai? = — CosJ + |/-lSin<J 
S«^ = — TaTj^CosJ, Vai? = TaT/JSinrfj/=l 



SUai^= -Cos J, VUai? = Sin J i/-l,TVUai5=Sin^, 



TYai? = TaT|5Sin<J, UVai9 = /— 1, TUV«i? = l. 
Pour le quaternion j5a, de meme en changeant le signe 
de/^^. 

De ces egalit^s on pent conclure : 

V Saj? = S^a et Ya^ = — Vj^a, ce qui resulte aussi de 



ce qne a^ et ^a sont conjugufe ; par suite 
2Sa|J, aj5 — j3a = 2V«(S. 

3° Puisque «-' ^uivaut ii ,=j-, on aura 



sont perpendiculaires entre eux, et cette ( 
vient a a ^ Vj-^, ;- etant un vecteur que 

contraire si V 7,^=0 ou V«/J = 0, les voctf 

P 
mgme direction, ce qui rovient h a = Xji 
nombre quelconque. 

0° La regie alggbrique du cam? d'un 
celle du produit de a + i para — b ne 
pas aux vectours et quaternions. On ai 
vecteurs ; (« + ^)'=a' + /S' + 2 SajS 

Par suite (« + 1?)' + (« - 19)» = 2 «' + 
changeant les signes : 



— 4& — i 

la somme des carr^s des diagonales d'un parallelo- ! 
gramme ^ale la somme des carr^s des cot6s. 

6° S'a^ — \'a^ = T:^a^ = TaTp = a^p\ et de ] 
meme:S^-V^=^,. 

T Pour deux vecteurs a et j9 perpendiculaires entre 
eux, Sai5 = donne a^ + ^a = ou aj^ + KajS—O; 
puis (a + P)^ = (a — j9)2, ce qui montre que les diago- 
nales d'un rectangle sont ^gales. Pour deux vecteui*s 

« et i? d'6gale longueur, Ti? = Ta, T-^^T^^l, 

puis (a + i^)' = 2 a^ + 2 Saii= 2 Sa (a + jJ). 

8° On voit que TVaj? est I'aire du parall^logramme 
construit sur a et p, ou le double du triangle forni^ 
par a et jJ. 

9** Sa|3 pris en signe contraire repr^sente le carre de 
la tangente men^e de Torigine au cercle qui a pour 
diametre la droite joignant les extremites de a et jS. 
Si <J>90°, Sa^ est positif et la tangente n'existe pas, 
parce que Torigine est int^rieure au cercle. 



L'interversion des facteurs sous le signe S m^rite 
une attention particuliere. On a pour le produit de 
deux quaternions p et q, que 

Spq=S{Sp + \p){Sq + \q) = SpSq + S{Yp\q); 
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;e entre elles les lettres p et q, SCVpY^) 
VgVp) pmsqueSa/S=S|3a; doncSpg— Sgp. 
Spgr— Spi^r} — S(5r)^ = Sgrp. Ce sea- 
encore ^gal k iirpq. Done le scalaire dii 
tisieurs quaternions ne change pas si I'ardre 
facteurs reste le meme. 
is particuiier, consid^rons le produit de 
•s. Nous aufons SajSj- = S^ya = Sya^. Puis 
peuts'^crireS(«V/S;')enn6gIigeaiitS(aS|Jj') 
lous auroDK 

. S («V,S^) = - S (aV^^) = - So7]3 ; 
ire dtt produit de trois vecteurs change de 
d on change leiir ordre cgcliqtte. 



Hemarquons entin que I'expression d'un verseur 

quelconque q-^ xi + yj + zk, donne en multipliant 
par i tous les termes et prenant le scalaire, SiQ =; — w, 
puisque i' = — 1, Si; = et Si&— 0; d'ailleurs c'est 
ce qu'on aurait trouv^ en remarquant que, si 3 est 
Tangle de q avec i,x^T^ CosJ, tandis que 

Sip = — Ti Tq Cosrf = — Tg Cos^ = - x. 
De meme y — — Sjeetz=: — Bk^. Par suite 

ou e' = - [S'ie + S'JQ + S'kQ]. 

fiNOtfCES DE QUESTIONS A RfooUDRE 

1. Foiiner le cavre du veeteur a + ^ + xi (jS — «), aietant 
^^un nombre et i le vecteur-unite perpendiculaii-e aux 
^>Tecteurs « et |S, 
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R. (1 — x'){a' + ^')+2{l+ x') Sa/? - 4:X Sia/?. 

2. Les trois vecteurs q, a, jJ, partant du meme point 0, si 

dans r^quation Ff ^j = F( -) on remplace F succes- 

sivement par S, V, K, U et T quel sera le lieu de Tex- 
tr^mit^ de ^ ? 

R. Un plan — une droite — un point — une droite 
k partir de — une sphere. 

3. De meme en remplagant F par TV, TVU, SU, VU 
etUV. 

R. Un cylindre — un cone — une nappe d'un cone 
— deux droites k partir de — un plan. 



Ces propri^tfe comprciidrons comme cas pai'ticulier 
celles des veraeurs ct vecteui-s, quantity complexes 
comme les quaternions eux-memas, tandis que le« iwa- 
laires et les tenseurs sont des nombres. 

Dans le eas d'un verseur, le tenseur vaut i (et le 
scalaire est le cosinus de Tangle); dans le cas d'un vec- 
teur le scalaire est (et le tenseur est la valeur num^< 
rique du vecteur). 

Le vei-seur d'un vecteur est un angle di-oit perpen- 
diculaire ; le vecteur d'un verseup est une perpendicu- 
laire #gale num^riquement au sinus de Tangle. 

Les propri^t^ dejk reconnues pour des verseurs 
quelconques s'appliquent aux quaternions en tant que 
Tintroduction des tenseurs comme facteurs ne peut les 
modifier; ainsi en est-il pour ce qui regarde la multi- 
plication et la division des fractions (page 32). 

1" Propria^. — Dans le produit des deux quater- 
I 'ons, le produit des scalaires donne un scalaire, ceux 
( un scalaire par un vecteur des vecteurs. 



Ainsi Sp(/ = Sj?Sg + 1 
\pq = Sjp Vg + 
I)e nienie Sqp^^SpSq + 1 
\qj> = Sp'Vq + 
Done Spq^Sqp ainsi qu'on I'a dejk vu au cha- 
pitre pr6e6dent ; puis \pq + \qp = 2 (Sp Vg + Sq Vp), 
\'pq — \qp = 2 V {Vp \q). Par suite pq + qp^ 
2 (.Spg + Sp V^ + S(/ Vj>), iN/ — 5p = 2 V (Yi) Vg). 

Comme caa particulier, on pent envisager le produit 

d'un quaternion par un vecteur a. On aura : 

Sap = S (a \p) — S (Vp.M) = Spa, 

\ap = « Sp + V (.a Yp), \pa = « 8p — V (« Vp). 

Pour !e carr^ du quaternion p, on trouve, en faisant 

'1 ^=P. P^ = S^ J* + V' JJ + 2 Sf> V|j, les deux premiers 

termes forniant le scalaire. 

£"" ProprUU. — Sa^;- re|)resente le volume du pa- 

raII61ipipede construit sur a, |S, y, car cela revient h. 

^iya^)r, ou, abstraction faite du signe,iiT Va^.Tj'.Cosrf, 

Jtitant I'angle des vecteui-s VV 

"; ct y. Or TVa;i est I'aire du 

parallelogranime conatmit sur 

a et (J (page 46) et Ty Cos 8 est 

irpendiculaire abaissfe de 

l'extreinit6 de j- sur le plan «jS; 

on a done bien le pai-a]l6iipi- 

!de construit sur les trois vec- 

teurs ou six fois le tStraedre 

construit sur ces vecteurs. 




It k S« (fi-a,(r 

pois des qaatre te 

itte derniere exprei 

equivaut k S. OA.AB.BC; le parall^lipipedecons 

sur ces trois longueurs a mfeme volume que cpIi 

0A,OB,OC. 

Remarque II. — Puisqu'on a n^glig^ le sigiie 
I'^valuation de SajS/, uii volume pourra se tro 
positif ou n^gatif dans les formules. On ^tabiit i 
egai-d la regie siiivanto. Pour determiner le sigr 
SOA.OB.OC,on doit regarder le triangle AB 
se plaint du c6te oppose ^ : le volume du t^trs 
«era positif si le sens de la rotation ABC est pos 
En cfTet, d'apr^s la Rignificatioii du quaternion < 
vecteur Va^ est dirige dans la figure suivant OD, 
que la rotation de ^ vers a soit positive ; done Cos 
positif, et la valeur de Sa|3j-^ — TVaj3Tj-Cos 
negative; la rotation indiquee ABC est aussi n^gi 
ce qui justitie la rfegle. Dansce cas, S^oj- aurait ete p( 

iJ°" Propiieii?. — Si S«|?^ — 0, deux des trois vec 
sont paralleles, ou tnus les trois Mont dans un r 
plan. Cela r^sulte de la propriety pr^cMcnte, ct 
lussi se verifier comjne suit : 

si « = a^iS.S«/Sj-— a;S|JV--l>, 
et si (i=x?-\--ijY^ Sa/J)'^ieS/9V + ?/ W = ' 
 (carS;-|3c = Sj?^'). 
Par suite Texpression a^a-' represents un vet 
car les trois vecteui's sont dans un nieme plan. 



scalaire du produit est nu 
tient on multipliant le vecte 
ce qui donne un vecteur 6g 
sym^triquement par rappor 
De in r^sulte que si a et 
('expression (o + /?) o (a + p 

4°" Propriety. — Si 

>' = x'"i + 
SajSj- sera egal au determina 

XI 

x'y 

En effet, calculant Va^S, puis {\as)y et prenant son 
scalaire, on le trouve ^gal k 

X {y'z"— 2'jO — y (3:V— sV) + z {x'y"~ V'^) 
Par suite si Ton prend «, = o^ + *■';' + ^K 
^,=yi+ y'j + y^, )■, = zi + z'j + z"k, 
on aura SwijSj, ^ S«/S/. 

5°" Propri^tf. — Ya^y n'est nul que quand les trois 
vecteurs sont rcctangulaires ; cai* si appelant s et i; tc 
scalaire et le vecteur de a/S, on pose 0,3 = s + w, nous 
aurons Va(ty = sy-\- \vy; les deuK parties ne peuvent 
se detruire que si ce sont des vecteurs de nieme direc- 
tion, et cela ne saurait ^tre puisque \vy est perpendi- 
culaire Ji y; il faut done que 8=0, c'est i) dire que a et 
^ soient pcrpendiculaires, puis que \'vy = o, c'est k dire 
que y soit perpendiculaire au plan «jS. 



peuvent s'^rire : 

K«j? = jSa, Ka|iy = - y^a, Ka^yi = Sy^a, et g^D^ra- 
leraent pour n vecteurs : K(a(iy... X) ^( — l)" A...^«. 

On pcut done poser : 

a^y..A = S{a^y...).) + \{>^^y...h 

^-lr/...JJ«=S(-^^..A)-V(«|^^..i) 

d'ou Ton tire : 

2 S (a^y... X) = a(iy... X + (-1)" A... [ia 
■2\'{a^y...X) = t>i^y.;.}.~ {-\Y X...^a 
et parsuite:S(«j9;'...A) — (-l)" S(X...^a) 

v^«(*^..A}=-t-l)''V^i...^«) 

De lien particulier pour trois vecteurs Sa^y= — Sy^a, 



ce qu'on sail d^j^ et Wa^y^Vy^a. Pour quatre, on 
aura au coiitraiie Sa^yi = SSy^a et \a^y3 ^e — \Sy^a, ; 
et ain^i de suite. 

7™ ProjprieU. — De la relation {pq)-' = g-'j)-' on i 
peut en d^uire plusieurs autrcs applicable^ aux quan- ', 
tit^ complexes. ' 

1" r='^ cai' cela revient h. b-' a = (p6)-' pa = i 

II, t , , .^ a an 

b~' p—' pa=b—' a; mais on n aurait pasj- = -j, ] 

^ , . mp mi mp pm m p p m ' 

2" Les expressions-^,^—, ^^, ^— , — x^, -X-, 
nq qn qn nq n q q ^ 

— X-, - X— sont toutes differentes, comme on le voit 
q n n q 

avec les coefficients ni5gatifs. 

-„-i ^_,^P9p-' —P—q—qpq^'-, ; 



s" 



pq qp 

gne Propj-i^te. — Une formule iiii|)ortante donne 
Watty en fonction des vecteurs «, j3, y, savoir : 
\a^y = aS^y - i*3«/ + ySa^. 

l" demonstration. — Posons V«j3/ ^xa-\-y^-\-i^ 
d'oii Ton tire \a^y.\^y ^ xaW^y -f- veeteui-s ou 
\a§Y. V^y = a;«i3/ + vecteurs, d'oii pronant le scalairc 
des deux menibres : ^{\a§y\^y)^x'&a^y\ do la 

^^^%jy^^y^Jij^l^ _ J>{am Wiiy\+^{aV-!ir) 
Sa[iy fiafy ' Safy 



r 
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etcommeS(aVW)=0, 
X = ^\ = ' ^^' z=:Sig/. On trouve de meme 
y = — Say, 2; = S«j^. 

5'"^ demonstration. — En posant cc=:xi + yj -{- zk, 
^^x'i + y'j + z'k, et y = a/'i + ^/"i + ^'% on v^rifiera 
sans difliculte que V (aVj3y) = ySaj5 — /SSay; ajoutant 
^ chaque membre aSj^y, ou V(aSi?y) il vient : 

Na^r = aS/?y - i5S«y + ySaj^. 

Bemarqite I. — II rfeulte de cette formule que 
Vcc^Y = VyjJa, ce qu'on a dejk vu dans la sixieme pro- 
pri^te; par suite a^y + y^a = 2 Ya^y. 

Remarque II, — De ce que V («V/?y) = y8a^ — j^Say 
on conclut : V {aV^y) + Yi^Yya) + V(yVai?) = 0, et 
par suite aV/Jy + ^Wya + yVap = 3 Sa^y. 

Remarque III, — La meme formule V(aV|?y) = 
y%a§ — |9Say donne en remplagant a par WaS : 
Y (\a3\^y) = yS^a3 — ^Sya3, Si ^ = a, cette ^galite 

devient V (Vad Yay) = — a Sa Jy = a Sayd, 

Remarque IV. — La meme formule 6tant trait^e 
par S3, c'est k dire qu'on introduit S3 devant chaque 
terme, devient : 

S3Y {aY^y) = S3ySa^ — S3^Say 

ou SY3aY^y=:Sr3Soc^ — S^3Say, ou en permutant les 
lettres : SYapYyS = Sa3S^y — SarS^3, formule que 
Ton verifie aussi en prenant 

a^: oci + yj + zk, ^=i x'i + y'j + z'k, etc. 



Ajoutunt SajSg^-Ji chaque membi 

cjina propriete. — On peut exprii 
moyen des vecteurs a, ^, J- ou au 
y^r, V;'!*, V«j3, les coefficients dependant eux-memes 
ded. 

Posons rf = x« + yjS + ay, et multiplions par V|S/ 
pour prendre ensuite le scalaire; il vient 

iid\§r^x^a\^r, ou a^yd^xSa^y, dVu x=.|^; 
bapy 

de raeme pour w et z ; done o = — i f~-!- — '-.' — ^ 

Sa^y 
ou 3^a^y = aS^yS~^Sria + ySia(i. 
Puis posons 3= xVpy + y \y(t + ^ Vaj3 et op^rons par 

S«;il vient S«*: — ^^, „„.«._^ — 

done J SBiS/ = Vj3/ Sa.J -j- V^« SjSiJ + Vo^ Sf J. 
Cette formule conduit aux suivantes : 

a a^yS + jS S^ J« + y Srf«jJ + tf ^a^y = 
2 {Va^tSyd + VfySaS + V^5S«^ + \3aS^}) 
et aS^yd — ^SySa + ;-S<Ia/S - dSa^y = 0. 
10"' Proprim. — Si a, j9, ;■ sent coplanaires, (c'est a 
dire daus un ni6me plan quand on les rapporte^la 
m6me origine) le vecteur q = Ya^y se trouvera ea 
longueur en multipliant les trois tenseurs, et sa direc- 
tion s'obtient comme suit. Ayant pris A = a, AB=/f, 
on fait paaaer uno circonf^rence par 0, A,B, on mene 
BC paralI6le k y; OD sera la direction de q. Carle 
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verseur de /?«, en prenant pour origine, sera Tangle 
BAO = FDB; done le produit dey par §a, soit VyjJa 




ou Na^Y sera dirige suivant OF. 

Si le point D se confond avee O, D devient tan- 
gente; done lorsque a, /?, y sont les trois eot^s d'un 
triangle, les tangentes ou eerele eirconscrit, menses 
aux trois sommets, seront paralleles aux vecteurs a^y, 
^ccy et yag. 

De cette regie d6eoulent les eons6quenees suivantes : 

P Si deux de ees tangentes sont paralleles, on aura 
(xgy = xffya = x(xy3 = aocySi d'oii Sy = ayj? ; x 6tant le 
rapport d'un quaternion fiy h son conjugu^ vaut le 
carr6 du verseur, soit Cos 2d + (/—I Sin 2d, expression 
qui ne se r^duit h un nombre que si d = OouSz= 90° ; 
dans le premier eas deux c6t6s seraient paralleles, cc 
qui est inadmissible; done d = 90° et le triangle est 
ri tangle. 

J** Si une des tangentes est parall^e au c6t6 oppose : 
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a^Y = ^§y ou rempla^nt /? par — (« + y), « (« + x) y = 
x(a'\-Y) OU y(a'— ic) = a(a? — y*), d'ou a;=:a* = y^; 
done a et y sont de meme longueur et le triangle est 
isocile. 

Remarquons enfin que le produit continu des 
quatre c5t^ d'un quadrilatere inseriptible, comme 
X (Va^y) X D est un nombre. 

il"* ProprUU. — Certaines fonnules g6om6triques 
ou trigonom^triques se retrouvent ais^ment par les 

quaternions. Ainsi on a vu (page45) 
que (a + i^)' = a' + /J* + 2 SajJ ; or 
si Ton considere le triangle AB 
form6 par le vecteur A ou a que 
Ton fait suivre d'un vecteur BA 
6gal k j9, 1'egalit^ ei-dessus revient, 
en changeant les signes, k 

OB^ = OA^ + AB^ — 2. A. AB Cos AB, 
car OAB est le supplement de S. 
On sait aussi par ce qui precede que 

et que V (a + /^) (a — jJ) = — 2 Na^ ; dans la premiere 
^galite le second membre n'est nul que si a'=jJ*; done 
les diagonales d'un parallelogramme ne sont k angle 
droit que dans le cas du losange. L'autre donne 

TV(a + i5)(a-i!^) = 2TVaA 

les tenseurs 6tant toujours positifs : done le parallelo- 
gramme dont les cOt^s sont egaux et paralleles aux 
diagonales d'un autre est double de celui-ci. 
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JS°" Propri^U. — D'apres nos conventions, si a,i3,/, 

$ Y « 
soiittroi8vecteurs-unite9,onaura-x^X-=l : mais 
" P r 

a y S 

—X-^X- a une autre valeur; on peut prouver que 

ce produit revient k — (/«-' jS)'. En etfet )'^galit4 

so rMuit & r^' «j3-' = — y«~'^ qui estoxacte car - est 

la m^me chose que — y et a^' est conjugu^de I'in- 
verse de «-'|3, comme on I'a vu dans la division des 
vecteurs, de soi-te que ces deux quaternions ne peuvent 
difF^rer que par le tcnseur, qui se r^uit ici h I'unitd 

Nous placetons encore ici quelques remarques sur 
les ^nations k quantity complexes. 

Toute Equation entre nombres {ou ^nation scalaire) 
contenant un vecteur ind^erinin^ q, represente une 
surface, puisqu'elJe ne fera connattre qu'un spul des 
trois coefficients dont g depend, de sorte que q reste 
fouction de deux ind^termin^es. Avee deux Equations 
pareilles, on aurait une ligne. 

Une Equation entre vecteurs, contenant g, ^uivaut 
k trois ^nations ordinaires, et repr^ente en cons^ 
quence un point. Men que dans certains cas particuliers 
elle puisse reprfeenter une ligne ou une surface. 

Observons enfin que dans toute ^nation entre vec- 
teurs, on ne peut prendre le tenseur de chaque ternie 
que si les vecteurs ont tous meme direction : dans ce 
cas seulement one relation entre vecteurs existe aussi 
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entre leurs longueurs. II faut de plus s'assurer que le 
verseur qu'on supprime comme facteur a partout le 
meme signe. Voir I'exercice I. 

Eooercices. 

I. — Si sur deux c6t6s d'un triangle ABC, on cons- 

truit des parall^lo- 
grammes ABDE, 
ACFH, dont les 
cot^ se rencon- 
'-trenteriI,lasomme 
de ces deux paral- 
l^logi*ammes ^gale 
celui qui serait construit sur BC, AI. 

Posant AB = a, AC = iJ, AE = y, AF = *, le point 
A 6tant Torigine, nous avons 

AI = r + xa, d'o\iY.AI.a=Yra etAl = d + y^, 
d'oii V. AI.iJ=VJiJ; done V A I(a -/?) = ¥>'« — V<J/?, 
ou V.ALCB= Yya — Yd^. Ces trois vecteurs ont la 
meme direction, perpendiculaire au plan de la figure, 
mais pour que leurs verseurs aient le meme signe il 
faut ^crire V.ALCB = Vya + VjJJ; on pent alors 
prendre le tenseur de chaque terme et I'egalit^ 
TVya + TViJcJ=TV.AI.CB d^montre I'^nonc^. On 
aurait trouv6 aussi VAI(a + jJ) = V;'a — V/5<J, et en 
prenant les tenseui-s, on voit que la diflKrence des aires 
ABDE, ACFH 6gale le parall61ogramme construit 
avec A I et avec la diagonale du parall^logramme fa 
sur AB, AC. 
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C ^tant un triangle quelconque et G son 
avit^, si d'une origine prise dans le plan, 
i=a, 0B = j3, 0C = ^, OG = J, on aura 
;3iJ; par suite : 
=^«' + ?* + y* + 2S{«?+^ + r«)=9d*; 

2 S(ajS + jSy + ;-«); 

ou changeant les signes : 

;AB' + BC* + CA^^3(OA' + 0B* + OC')— 9.0G* 
= 3 (OA* + OB* + DC*) - (3 GV 

IIL — Trouver le volume d'un tetraMre dont 3 som- 
mets sont situ^s sur des axes coordonn^, Soient a,^,y 
les vecteurs de ces 3 somraets, et Q = xa + y^ + zy 
celui du 4°"; le volume sera 

- [S^ag + S/jSg + Soj'e + Sa^y], en donnant k chaque 

S le signe convenabte d'apres la convention 6tablie plus 
haut, de sorte que les trois premiers volumes sont 
positifs et le 4"" n^gatif. Remplagons p par sa valeur, 

on obtient-Sa/?)'(l —x — y — z). 

IV. — Demontrer que S. Va^.V^yVya=—S'a^r- 
Si dans la formule \ia\'^y) = ySafi — ^Say (8"" pro- 
I ^t€), on remplace « par Vor^, il viendra : 
V(V«j!Vi3r) = -^S«^r; 
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-par suite 

^NOKCES DE QUESTIONS A RE80UDRE 

1. La somme des carr6s des c6t6s d'un quadrilatere. 
(plan ou gauche) vaut la somme des carr^ des dia- 1 
gonales, plus 4 fois le earr^ de la ligne qui joint leS' 
milieux. 

Prendre un des sommets pour origine. 

2. Dans tout quadrilatere (plan ou gauche) le produit 
des diagonales par le cosinus de leur angle vaut la 
somme ou la difference des deux produits pareils fait 
avec les couples de c6t6s opposes. 

3. Prouver que (ajJy)* = a»/?V' + 2ajJySa/Jr. On fera le 
carr6 de Sa^y + Yafiy. 

4. Prouver que S Ya^y Y^ya Yyafi = 4 Saj? S^y Sya Sa/?y. 

5. Prouver que S Ya^y + a Y^yS + ^Y yda -f y Yda^ = 

4:SaPyS. 
Voir la valeur de SajJyJ, 8°** propriety. 

'6. Prouver que Ya^Yyd + YayYd^ + YadY^ est un 
vecteur. On montre que le scalaire est nul, en se .] 
servant de la valeur de Sa^yd. 

7. Dans un quadrilatere (plan ou gauche) la somme des ■] 
carr^s des diagonales est double de la somme des 
carr^s des droites joignant les milieux de c6tes 
opposes. 



9. D'aprfes 8 et I'exercice IV, prouver que : 

— iS'ojJr et 
S V(Va^ Vpy) V( V^/V/a) V(V)'oVajS) ^ — S'a^r. 

10. Dans un quadrilat^re (plan ou gauche) les drc 
joignant lea milieux des cdt^ oppose ne sont 
pendiculaires que si les diagonales sont ^ales. 

Prendre une origiae quelconque, et 4 vect 

11. L'^uation TM * 1 — 1 repr^nte une sphen 

rayon a, tandis que (- j =^ — 1 repr^sente le c( 
de rayon T«, perpendiculaire k a. 

12. Discuter les groupes d'^uations 

quant an vecteur inconnu q, et aux relations e 

13. Prouver que le groupe Sqq :=^0, Sap^=:0 Sa^yq 
uiontre que q est perpendiculaire k a, dans le 

ap et que le plan fy est perpendiculaire au plan a§ 
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